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Motivation

Vibration d'une corde élastique de longueur 1 amortie en un point
intérieur.
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Objectif

Etudier le systeme d'évolution du 2nd ordre suivant

O(t) + Aw(t) + B1Biw(t) + BoByw(t—7(t)) =0, t > 0,
w(0) = wp, w(0) = w1,
Bsw(t — 7(0)) = fO(t — 7(0)), 0 < t < 7(0),
(1)
En absence de retard (i.e. By = 0), I'équation abstraite du second
ordre a été étudié dans [Ammari-Tucsnak, 2001].
Nous allons distinguer 2 cas :

@ Retard constant: 7(t) =7

@ Retard évoluant au cours du temps.
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Motivation

Stabilisation

Atténuer les vibrations par rétro-action (feedback) et garantir la
décroissance de |'énergie des solutions vers 0 de fagon plus ou
moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Exemple : vibration d'une corde élastique de longueur 1 amortie en
1/2.

Différents degrés de stabilité

o Stabilité forte : E(t) — 0, lorsque t — +o0.
o Stabilité exponentielle : E(t) < Ce™™*, Vt > 0.
e Stabilité polynomiale : E(t) < &, Vt>0.

o
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Plan de I'exposé

© Retard constant
@ Le probleme
@ Existence, unicité
@ Stabilité forte
@ Stabilité exponentielle, polynomiale
@ Exemples

e Retard dépendant du temps
@ Le probleme
@ La principale difficulté
@ Probléeme bien posé
o Stabilité
@ Exemples

© Conclusion et problemes ouverts
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

[ENES

o Retard constant
@ Le probleme
@ Existence, unicité
@ Stabilité forte
@ Stabilité exponentielle, polynomiale
@ Exemples

Julie VALEIN Stabilisation des équations du second ordre avec retard



Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Le probleme

O(t) + Aw(t) + B1Bjw(t) + BoByw(t—7) =0, t > 0,
W(O) = Wwo, w(O) = Wi, (2)
Biw(t—71)=f%(t—7),0<t <,

@ w:[0,00) — H est I'état du systéme, H un espace de Hilbert,

@ 7 > 0 est le retard,

@ A : D(A) — H est un opérateur positif, auto-adjoint avec
inverse compact dans H,

@ Ui, U, sont des espaces de Hilbert (identifiés a leur dual) et
B; € £(U;, D(AY?)), i =1,2. Notons V = D(A'/?).
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

[ENES

Exemple type : I'équation des ondes dissipée en £ € (0,1)

FE(x, 1) = T9(x, 1) + an P2(8, 1)0¢ + aaB2(8, t—7)0¢ =0,
w(0, t)— 92(1, t) =0,

W(Xv 0) = wo( )7 %t (X’ 0) = wl(X)’

%(5, t—7)=f(t—-71), 0<t<T,

lci :
o A:D(A) = H, ¢ —Lp avec H=1%(0,1),
D(A) = {p € H?(0,1) N V; %2(1) = 0}, et
V = {p € HY(0,1); ¢(0) = 0},
@ Pour i=1,2, Ui=R, Bj: Uy — V', k— /aj ko et donc
B (p) = Vaip(§) pour p € V.
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Exemple type 2 : I'équation des ondes dissipée en

£€(0,1)

W( t) — ax2 S(x, t) + a1 2(& )0 + %2 (&, t — )6 = 0,
w(0, ) w(l, t) =0,

( )—WO( ), 22(x, 0) = wi(x),

t(g, T)=f(t—7), 0<t<T,

Ici :
o A:D(A) = H, g —Lpavec H=1%(0,1),
D(A) = H?(0,1)NH(0,1) et V = H}(0,1),
e Pour i=1,2, Ui=R, Bj: Uy — V', k— /aj k d¢ et donc
Bi () = Vaip(£) pour p € V.

Julie VALEIN Stabilisation des équations du second ordre avec retard



Le probleme
Existence, unicité

Retard constant Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Dans notre exemple,
@ si a; =0, le systéme est instable [Dakto-Lagnese-Polis, 1986],

@ si ap > aq, des instabilités peuvent survenir [Nicaise-Pignotti,
2006, Nicaise-V., 2007].

On doit donc imposer des conditions sur By et By pour stabiliser le
systéme :

Condition entre B; et B,

On suppose

d0<a<l, VueV,

B3 ully, < ollBiul,. (3)

Exemple type : ap < aj.
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Transformation du systeme

On pose z(p, t) = Bjw(t — 7p) pour p € (0, 1) et t > 0. Le
systéme (2) est équivalent a

O(t) + Aw(t) + BiBfw(t) + Boz(1, t) =0, t > 0,
TE+9=0,t>0,0<p<1,

w(0) = wo, w(0) = w1, z(p, 0) = F%(—7p), 0 < p < 1,
z(0, t) = Bjw(t), t > 0.

Si on pose
U= (w, o, 2)7,

alors U satisfait

.
U =(@,0,2) = (w, —Aw(t) — BiB}o(t) — Baz(1, 1), _1gZ> _
T p
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Systéme du ler ordre

Le systeme (2) peut se réécrire comme

U'(t) = AU(t)
{ U(0) = (wo, w1, f(=7.)), (4)

ou l'opérateur A est défini par

w u
Al v | =| —Av—BiBfu— Byz(1) |,
10z
p4 _;aip

avec domaine
D(A) = {(w, u, z) € V x V x HY((0, 1), U2); z(0) = Bju,
Aw + B1Bju+ Byz(1) € H}. On introduit I'espace de Hilbert

H =V xHxL*(0, 1), Us).
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

[ENES

Probleme bien posé

On montre que A génére un (g semi-groupe sur H.

Théoreme

Pour toute donnée initiale Uy € H, il existe une unique solution
U € C([0,4+00),H) du probleme (4).
De plus, si Uy € D(.A), alors

U € C([0, +00), D(A)) N CY([0, +00), H).

Preuve:
Par le théoreme de Lumer-Phillips, il suffit de montrer que

@ A est dissipatif, ie VU € D(A), (AU, U),, <0,
@ VA > 0, A\ — A est surjectif.
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Energie

Supposons
30 <a<l,Vue V, ||Biuly, < o|Bjullf, . (5)
On définit I'énergie comme
1 1|2 2 S 2
E(0) =5 (%], + el + o | 1830 o), dp )

ol g > 0 vérifie 1<q<§ —1.

Proposition

Pour toute solution réguliére du pb (2), I'énergie est décroissante
¥ - 2 i, 2
et E'(t) ~ — (IBf(e)I, + IB5e(e = 7, )

Exemple type : (5) est équivalent a an < aj.
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

[ENES

Résultat de stabilité forte

Proposition

Supposons (5). Alors, pour toute donnée initiale dans 'H,
limi—oo E(t) = 0 si et seulement si pour tout vecteur propre (non
nul) ¢ € D(A) de A, on a

Bip # 0. (6)

Preuve: < : On suit [Tucsnak-Weiss, 2003].
= : Si ¢ € D(A) vecteur propre de A de valeur propre \? tel que
Bfo =0, alors u(., t) = pcos(At) est solution du pb (2) et E(t) = E(0).

Remarque

Cette CNS est la méme que celle dans le cas sans retard (ie B, =0)
[Tucsnak-Weiss, 2003].
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Exemples types

Les vecteurs propres sont

D N ¢i(x) = sin(#H 7x) pour tout k € N.
1) L — Donc
0 1
2m
k .
(6) = £ # sy "M keN

Les vecteurs propres sont

2) D D ©k(x) = sin(kmx) pour tout k € N*.
o————e —©
0 1 Donc

(6) =¢¢Q
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Décomposition

La stabilité de (2) est basée sur une inégalité d’observabilité pour
le systéme conservatif associé. On décompose w solution de (2) en

w=¢+1, ()|
ol ¢ est solution du probléeme conservatif
{ (/)(t) + A(/)(t) =0 (8)
¢(0) = wo, ¢(0) = wi,

et v satisfait
{ b(t) + AY(t) =
¥(0) =0, ¥(0) =

avec

v(t) = (—Bia(t), —Bia(t — 7))T, B = (B1 B) € L(V, Uy x Uy).

—BlBlw() BaBju(t =) = Bu(t), (g
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Estimée a priori

Résultat de [Ammari-Tucsnak, 2001]

L'hypothese (H): "Si > 0 est fixé et Cs ={A € C|[RA= (1}, la
fonction A € Cg — H(\) = AB*(\2] + A)~1B € L(U) est bornée”,
est équivalente 3 B*y € H1(0, T; U) et

3C> 0, (B Olizo vy < €7 Mooy

Lemme

Si (H) est vérifiée pour B = (B1 By), U = Uy x Uz, les solutions w
de (2) et ¢ de (8) satisfont

T T
/O I(BF ) (£)IIg, dt < CewT/o (IBT&()llg, + B3 (t — )3, )dt,

avec C > 0 indépendant de T.
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Résultat de stabilité

Supposons (5) et (H) pour B = (B1 By), U= Uy x U. Si
4T >0, C > 0 tels que I'estimée d’observabilité

1 2 2 T * \/ 2
[Ateal],, + hrliy < € [ Bioy @5 o (10)

est vérifiée, ou ¢ est solution de (8), alors (2) est
exponentiellement stable dans I'espace d’énergie.

Remarque

1) La condition suffisante est la méme que celle dans le cas sans retard
[Ammari-Tucsnak, 2001].
2) E(t) < CE(0)e ", ot v < LIn(1+ C'e=257) et C' indépendant de 7.
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

CNS pour obtenir I'inégalité d'observabilité

Retard constant

Proposition

Supposons que les valeurs propres (\) de AY/? sont simples et
vérifient la condition du gap standard :
d90 > 0, Vk > 1, Mey1 — Ak > 0. Alors (10) est équivalente a

EA/ > 07 Vk Z 17 ||Bf90kHU1 ZA/

Preuve : Par I'inégalité d'Ingham
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

[ENES

Exemples

Exemple type 1

On suppose ap < aj. (H) est vérifiée par
[Ammari-Henrot-Tucsnak, 2001]. De plus,

||Bfgok\|ul = ./oq ‘sin((k + %)7?{)| >y& €= g ou p impair.

Exemple type 2

Ici || By okl y, = Vot [sin(km§)| > a > 0 est impossible. En effet,
cela voudrait dire que |km& — mm| > (3 pour tout k, m € Z. Par
contre, pour £ € S (qui contient les irrationnels quadratiques),
|km& — mm| > % et c'est le meilleur que I'on puisse obtenir. Nous
n'aurons pas une décroissance exponentielle mais polynomiale.
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

[ENES

Stabilité polynomiale. Hypothése

Comme (wo, w1, fO(—7.)) € D(A) # wo € D(A), on ne peut pas
appliquer les inégalités d'interpolation standard. On suppose donc

Hypothese

Il existe C > 0 tel que pour tout (wo, w1, f(—7.)) € D(A),

ool * < € [[wo, wa, P )| ol pigmy - (1)
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

Résultat de stabilité

Théoreme

Soit w solution de (2) avec (wo, w1, fO(—7-)) € D(A). Supposons
(5), (H) et (11). Si il existe m >0, T >0 et C > 0 tels que

T
1Bty de 2 € (ool e, + erlyg,) (12

D(A"2

ot ¢ solution de (8), alors I'énergie décroit polynomialement, i.e.,
il existe C > 0 dpdt de m et T tel que, pour toute d.i. dans D(A),

C 2
E(t) < —— , FO(—7- Yt > 0.
(0= o o, P Do

1
Remarque : C > (482[%) "(147)m
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Le probleme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
[ENES

Retard constant

CNS pour obtenir I'inégalité d'observabilité

Proposition

Supposons que les valeurs propres (\x) de AY/2 sont simples et
vérifient la condition du gap standard:
Jv9 >0, Vk > 1, Aks1 — Ak > 0. Alors (12) est équivalente 3

2 Y
3y >0, Vk > 1, || Bipklly, = T

Preuve: Par |'inégalité d'Ingham.

Exemple type 2

On suppose ap < ai. (H) est vérifiée par [Ammari-Tucsnak, 2001] et
(11) par [Nicaise-V., 2007]. De plus, ||Bf @kl = [sin(km&)| > £ si
&£ € S. On obtient une décroissance polynomiale en %th
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabill

Stabilité exponentielle, polynomiale
ENES

Retard constant

Les réseaux

des équations du second ordre avec retard



Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
ENES

Retard constant

Le systeme

2 2, '
T, t) =S4 (x,1) =0 dans ¢ x RT,1<j <N,
ui(v, t) = uk(v, t) = u(v, t) Vj,k €&, v € Vige, t >0,

%(Vv t)=0 Vv € Vine\Vipe, t > 0,
JEEY
ZZ: (v,t) =~ % (v,t) —ay) % (v,t —7) Vv E Vet >0,
JEEY
uj,(v,t)=0 Vv e D,t >0,
ZZ’V( t)=0 YweN,t>0,
u(th):u g(th)fu)
Gt —7)=1f(t—) YweV,0<t<T

On suppose
Vv eV, a <a§), 7> 0.

Le gap n'est pas vérifié en général, mais le gap généralisé I'est :

Vn e N, Anpsnt1 — An > ’yo(N + 1)
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

ENES

Résultats : gap simple, valeurs propres simples

(H) et (11) sont vérifiées [Nicaise-V., 2007]. On suppose que les
valeurs propres associées au probléeme conservatif sont simples et
que le gap simple est vérifié

Vk > 1, Ak+1— Ak = Y0-

Nous avons les résultats suivants:
o lim E(t) =0 Vk>1, Y |pu(v)? #0,
t—oo
vEVe
o I'énergie décroit exponentiellement si

Vk=1, ) eV > a >0,

veVce
@ si il existe me N*, Vk > 1, Z o (V)2 > %, alors
veVc
I'énergie décroit de manigre polynomiale en —1—.
(14t)m
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale

Retard constant

ENES

Résultats : gap simple, valeurs propres multiples

(H) et (11) sont vérifiés. On note Iy la multiplicité de la valeur propre Ax
associée au probleme conservatif, {¢x, i t1<i<, les vecteurs propres
associés a Ak et pour k > 1, v € V., on pose

@i,1(v) w0 1(V)ek, 1 (V)
My(Ae) = : : et
i1 (V)i (v) o o1 (v)
M) =D Mo(\).

veEV,
Nous avons les résultats suivants:

o lim E(t) =0 Yk > 1, Amin(M(\)) # 0,

t—o00
@ |'énergie décroit exponentiellement si
vk > ]-a )‘min(M(Ak)) > o> 07
@ siil existe m € N*, Vk > 1, A\pin(M(Ak)) > 335, alors I'énergie
k

décroit de maniere polynomiale en ——.
(14+t)m
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Le probléeme

Existence, unicité

Retard constant
Stabilité exponentielle, polynomiale
ENES

Exemples

Sivj#i, L ¢Q,limE(t) =0.
Sivj, [ =1, lim E(t) #0.
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Le probléeme

Existence, unicité

Stabilité forte

Stabilité exponentielle, polynomiale
ENES

Retard constant

Exemples

D
D Dans ce cas, Vj, ; =1, limE(t) =0 et
le probleme est polynomialement stable
si &1, 6,8 €S.
D D
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Le probléeme

Existence, unicité
Retard constant

Stabilité exponentielle, polynomiale

ENES

Exemples

Si Vj, [ = 1, alors le probleme est exponen-

o

tiellement stable.

SiVj,l =1, et si &, &,& €S, alors le

R . 1
probleme est polynomialement stable en 7.
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Le probléeme

La principale difficulté
Probléme bien posé
Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

e Retard dépendant du temps
@ Le probleme
@ La principale difficulté
@ Probleme bien posé
@ Stabilité
@ Exemples
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Le probleme

La principale difficulté
Probléme bien posé
Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

Le probleme

O(t) + Aw(t) + B1Bjw(t) + BoByw(t—7(t)) =0, t > 0,
w(0) = wo, w(0) = w1,
Bsu(t — 7(0)) = fO(t — 7(0)), 0 < t < 7(0),
(13)
ol

@ w:[0,00) — H est I'état du systéme, H est un espace de
Hilbert réel,

@ 7(t) > 0 est le retard dépendant du temps,

e A : D(A) — H un opérateur auto-adjoint, positif avec inverse
compact dans H, et D(A) dense dans H,

e U, U, sont des espaces de Hilbert réels (que I'on identifie a
leur dual) munis de ||.||, et Bi € L(U;, D(AY/2)'). On note
V = D(AY?).
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Le probleme
La principale difficulté
Probléme bien posé

Retard dépendant du temps Stabilité

[ENES

Exemple: L'équation des ondes avec damping au bord

T4(x, t)— aZl(x, ) =0, 0<x<m,t>0,
u(0, t) =0, t>0,
ai(m, t) = —aa G (m, t) — aa§i(m, t —7(t)), t>0,
u(x, 0) = u(x), (x, 0) = u*(x), 0<x<m,
Gi(m, t —7(0)) = £t — 7(0)), 0<t< TEO),)
14

lci :
e A:D(A) - H, p+— —a j’—;go (a > 0) avec H = L2(0, ),
D(A) = {p € H2(0,7) N V; 22(x) = 0}, et
V = {p € H'(0,7); ¢(0) = 0},
o Pouri=1,2, Ui =R, B;: Uy — V', k ~ \/a; k §, et donc
Bi () = /aip(m) pour p € V.
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Le probleme

La principale difficulté
Probléme bien posé
Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

Hypotheses sur le retard

On suppose que le retard satisfait

O<mo<7(t) <M, Vit>0, (15)
7(t)<d<1l, Vit>0, (16)

et
€ W0, T]), ¥V T>0. (17)
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Le probléeme

La principale difficulté
Probléme bien posé
Stabilité

[ENES

La principale difficulté avec un retard dépendant du temps

Retard dépendant du temps

Pour prouver la stabilité exponentielle dans le cas ol le retard est
constant (ou sans retard), les auteurs utilisent une inégalité
d’'observabilité pour les solutions du systeme conservatif du type:

]
37> 0,36 > 0. EQ) < Cr [ [(B1o) (1)}, at.
0

Ceci implique la décroissance exponentielle de I'énergie car le
systéme est invariant par translation en temps.

Cependant , dans notre cas (pour un retard dépendant du temps),
cette méthode ne peut pas s'appliquer puisque que la systeme
n'est plus invariant par translation en temps

~ autre méthode : fonctionnelle de Lyapunov.
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Le probléeme

La principale difficulté
Probléme bien posé
Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

Choix des poids

Nous avons vu dans notre exemple que, si le retard est constant,
@ si a; =0, le systéme est instable [Dakto-Lagnese-Polis, 1986],
@ si ap > aq, des instabilités peuvent apparaitre
[Nicaise-Pignotti, 2006, Nicaise-V., 2007],
@ mais si ap < ag, le systéme est dissipatif.
On avait alors supposé

J0<a<1l,VYueV, HB;uH%b <a \\Bfu\@l.

Ici, avec un retard dépendant du temps, on impose:

Condition entre Bf et B;

J0<a<Vi—d, YueV, |Bul}, <alBjulf,.  (18)

Exemple : ay < /1 —dajy.
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Le probléeme

La principale difficulté
Probléme bien posé
Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

Transformation du systeme

On pose z(p, t) = Bjw(t — 7(t)p) pour p € (0, 1) et t > 0. Le
systéme (13) est équivalent a

W(t) + Aw(t) + BiBjw(t) + Boz(1, t) =0, t > 0,
7(t)ze(p, t) + (1 = 7(t)p)zo(p,t) =0, t > 0,0 < p < 1,
w(0) = wp, w(0) = w1, z(p, 0) = FO(—7(0)p), 0 < p < 1,
(0, t) = Byw(t), t > 0.

N

Si on pose
U= (w, w, 2)7,

alors U satisfait

U= (@, 6,2)7 = ((,u —Aw(t) — BiBiat) — Baz(1, 1), T'(f)PlZp>

Julie VALEIN Stabilisation des équations du second ordre avec retard



Le probléeme
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Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

Systéme du ler ordre

Le systeme (13) peut se réécrire comme

{ U'(t) = A(t)U(t)
U(0) = (wo, w1, (-, —7(0))) ",

ou l'operateur A(t) dépend du temps et est défini par

(19)

u u
,A(t) v = —Aw — Bleu — B2Z(].)
”f(t)pflz
m(t) P

avec domaine (indépendant du temps)
D(A(t)) = {(w, u, z) € V x V x H}(0, 1), U); z(0) = Bju,
Aw + B1Bfu+ B>z(1) € H}. On introduit I'espace de Hilbert

H =V xHxL?(0, 1), U).
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Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

Probleme bien posé

Théoreme

Supposons (18). Pour toute donnée initiale Uy € D(A(0)), il existe

une unique solution U € C([0, +00), D(A(0))) N C*([0, +00), H)
de (19).

Proof: Nous utilisons un théoréeme de Kato et nous prouvons, pour t > 0
fixé:

A(t) est dissipatif, ie YU € D(A(t)), (A(t)U, U), <0,
VA >0, A — A(t) est surjectif,

1o < el vt s e o, T

0:A € L;.C([Ov T]a B(Yv H))

Julie VALEIN Stabilisation des équations du second ordre avec retard



Le probleme
La principale difficulté
Probléme bien posé

Retard dépendant du temps

Stabilité
[ENES
Energie
Supposons
J0<a<Vl—d,VueV, |Bul}, <alBjulj,. (20)

On définit I'énergie par

L/, |2 S
E(t) =5 (HA%WHH el + ar(e) [ 1830 = oI, dp) ,

1

ou g > 0 satisfait \/7<q<f - i

Proposition

Pour toute solution réguliére de (13), I'énergie est décroissante et il existe
C > 0 (dépendant seulement de «, d et q) tel que

E'(t) < —C (IBfo(I}, + 1Bt — r(e)IF, )-

Exemple : (20) est équivalent a ap < V1 — dag.
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La principale difficulté
Probléme bien posé
Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

La méthode: fonctionnelle de Lyapunov

Comme le systéme n'est pas invariant par translation en temps, on
ne peut pas utiliser une inégalité d'observabilité pour obtenir la
stabilité du systeme. Nous utilisons une autre méthode et on
introduit la fonctionnelle de Lyapunov abstraite suivante:

E(t) = E(t) + v (Mw(t),0(t)) y + (1)), (21)

ol ~y est une constante positive que I'on choisira assez petite par la
suite, et E»(t) est définie par

1
E(t) == qr(2) /0 270 B30 (t — 1(1)p), dp (5> 0).
(22)
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Stabilité

[ENES

Retard dépendant du temps

Fonctionnelle de Lyapunov

De plus, on suppose que I'opérateur M : V — H satisfait les hypothéses
suivantes

& (Ma(e),6(1))ys < ~GoBolt) + G IBIO0)IE, + Ca B3t — (eI,
(23)
ou £(0) = § (ko) + 16605 ) e
3C>0,Vt >0, [(Muw(t), w(t)),| < CEo(t). (24)
Notons que & est équivalente a I'énergie E:
VES0, (1- Cy)E(t) < E(t) < GE().
Exemple: Pour I'équation des ondes 1d, on prend

Ou
Mu—2xa
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[ENES

Retard dépendant du temps

Le résultat de stabilité

Supposons (16). Alors $&,(t) < —26&(t) +q ||B§‘<,u(t)|ﬁj2 :

On peut en déduire I'estimée de stabilité exponentielle pour (13).

Théoreme

|
’

Sous les hypotheses précédentes, il existe des constantes positives
K, v tels que toute solution du systéme (13) satisfait

E(t) < KE(0)e ™, Vt >0, (25)

Remarque

Le taux de décroissance est donné par vmax = ( y min (Co, 122) -
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Retard dépendant du temps

L'équation des ondes multidimensionnelle

Soit Q C R” (n > 1) un ouvert borné avec un bord I de classe C?, tel
que T =TpUTly, avecTpNTy=0etp#0. Deplus 3 C T =Ty.

T4 (x.t) = Au(x,t) =0 i Q x (0, +00)
u(x,t)=0 on [p x(0,+00)
%(X, t) = —al%(x, t)xry — az%(x, t—7(t))xrz on Ty x(0,+00)
u(x,0) = uo(x), G(x,0) = w(x) in Q

%(X, t — 7(0)) = fo(x, t — 7(0)) in Ffv x (0,7(0)),

(26)
On suppose qu'il existe xg € R" tel que, en notant par m le
multiplicateur m(x) := x — xp, on a
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Le probléeme
La principale difficulté
Probléme bien posé

Retard dépendant du temps Stabilité

ENES

L'équation des ondes multidimensionnelle

Ici :
@ A:D(A) — H, o+ —Ap avec H= L%(Q),
D(A)={pe H}(Q)NV : 8¢ =0sur Ty} et V = HL (Q),

@ Pouri=1,2, U; = L2(r','\,),
Bf:V — U, kr—>\/a>,-<p|r,,-v.

On suppose 0 < ap < /1 — d . Le systéme est alors bien posé.
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Retard dépendant du temps

L'équation des ondes multidimensionnelle

On choisit M : V — H par
Mu=2m-Vu—+(n—1)u. (27)

Cet opérateur M satisfait les hypotheses précédentes. Par
conséquent, notre cadre abstrait s'applique et le systeme (26) est
exponentiellement stable sous les hypotheses précédentes.
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Amélioration [Nicaise-Pignotti-V., 2009]

Retard dépendant du temps

On suppose seulement 0 < 7(t) <7, Vt> 0. On prend
Te(t) =7(t)+€ V0 <e<e.

Alors, il existe une solution unique
Ue = (v, ve,ze)T € C([0,+0), D(A(t))) N Cl([O,oo),H), de

Ul = Ac(t)Ue
U G 66— O = vo ey, @
ou A.(t) est défini par
u v v
A(t) | v | = / Au = / Au , avec domaine
z S ORe S

D(Ac(t)) = D(A(t)). Le but est alors de prendre la limite de
(Uc)o<e<e, quand e tend vers 0. Pour des données initiales plus régulieres,

avec (1 —d)(1 —7/,,) <2, on obtient I'existence/unicité des solutions.
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Conclusion et problémes ouverts

Conclusion

o Etude de la stabilisation de différents systemes d'évolution
e équations des ondes, des poutres, des plaques
e sur des réseaux
e par des feedbacks non bornés ou bornés.

Retard constant ou dépendant du temps.

Sous des hypotheéses sur le retard et sur les poids

Influence du retard
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Problemes ouverts

@ Stabilization interne ou sur des réseaux de I'équation des
ondes avec un retard dépendant du temps.

@ Supprimer I'hypothese 0 < 79 < 7(t) en général.

o Nécessité de 7(t) <17

@ Avec a3 = 0 et a un retard fixé, peut on trouver un feedback

(par exemple un poids ap, qui peut étre négatif), pour lequel
on a la stabilité du systeme a retard 7
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